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a) with Kapp assumption b) without Kapp assumption 

IR�

L�

R2 L2

R�

I�

I1
I2

V20 V2

IL�

V1

❋✐❣✳ ✹✳✸ ✕ ❙❝❤'♠❛ '*✉✐✈❛❧❡♥1 ❞✉ ♠♦❞4❧❡ ❛✈❡❝ ❧✬❤②♣♦1❤48❡ ❞❡ ❑❛♣♣

▲✬✐♥❞✉❝1✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ Bm ❡81 ❝❛❧❝✉❧'❡ ✿

Bm =
1

4.π
.V1

√

2

n1.a.d.f
✭✹✳✸✮

♦? I1, I2, Iµ ✲ ❝♦✉A❛♥18 ♣A✐♠❛✐A❡✱ 8❡❝♦♥❞❛✐A❡ ❡1 ♠❛❣♥'1✐8❛♥1

V1, V2, V20 ✲ 1❡♥8✐♦♥8 ♣A✐♠❛✐A❡✱ 8❡❝♦♥❞❛✐A❡ ❡1 D ✈✐❞❡

Rµ, R2 ✲ A'8✐81❛♥❝❡8 ♠❛❣♥'1✐8❛♥1❡ ❡1 1♦1❛❧❡ A❛♠❡♥'❡ ❛✉ 8❡❝♦♥❞❛✐A❡

Lµ, L2 ✲ ✐♥❞✉❝1❛♥❝❡8 ♠❛❣♥'1✐8❛♥1❡ ❡1 1♦1❛❧❡ A❛♠❡♥'❡ ❛✉ 8❡❝♦♥❞❛✐A❡

n1 ✲ ♥♦♠❜A❡ ❞❡ 8♣✐A❡8 ♣A✐♠❛✐A❡8

a, d ✲ ♣❛A❛♠41A❡8 ❣'♦♠'1A✐*✉❡8 ❞✉ ❝✐A❝✉✐1 ♠❛❣♥'1✐*✉❡

f ✲ ❢A'*✉❡♥❝❡ ❞❡ ❢♦♥❝1✐♦♥♥❡♠❡♥1

✹✳✷✳✶✳✸ ❖&❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥. ❞✉ 0②0.2♠❡ ❞✬45✉❛.✐♦♥0

▲❡8 ♣❤'♥♦♠4♥❡8 ♣❤②8✐*✉❡8 ❞❛♥8 ❧❡ 1A❛♥8❢♦A♠❛1❡✉A 8♦♥1 '❧❡❝1A✐*✉❡8✱ ♠❛❣♥'1✐*✉❡8 ❡1

1❤❡A♠✐*✉❡8✳ ■❧8 8♦♥1 ❡①♣A✐♠'8 ♣❛A ✉♥ 8②814♠❡ ❞✬'*✉❛1✐♦♥8 *✉✐ ❡81 ♦A❞♦♥♥' ❡♥ ✉1✐❧✐8❛♥1 ✉♥

❛❧❣♦A✐1❤♠❡ 8♣'❝✐✜*✉❡ ❬❉❯❋✲✼✽❛❪✱ ❬❉❯❋✲✼✽❜❪✳ ▲✬♦A❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥1 ❞❡8 '*✉❛1✐♦♥8 ❢❛❝✐❧✐1❡ ❧❡✉A

✶✵✺



❈❤❛♣✐%&❡ ✹✳ ❆♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ ❛✉ ❇❡♥❝❤♠❛&❦ ❞✬✉♥ ❚&❛♥6❢♦&♠❛%❡✉& ❞❡ ❙9❝✉&✐%9

 !"♦❧✉&✐♦♥ ❡♥ ♠❡&&❛♥& ❡♥ !✈✐❞❡♥❝❡ ✉♥ ❡♥"❡♠❜❧❡ ❞✬!1✉❛&✐♦♥ 1✉✬✐❧ ❡"& ♣♦""✐❜❧❡ ❞❡  !"♦✉❞ ❡

"!1✉❡♥&✐❡❧❧❡♠❡♥& ❡& ✉♥ "②"&4♠❡ ✐♠♣❧✐❝✐&❡ ♠✐♥✐♠❛❧ 1✉✐ ♥!❝❡""✐&❡ ✉♥ & ❛✐&❡♠❡♥& ♣❛ &✐❝✉❧✐❡ ✳

▲❛ ♠❛& ✐❝❡ ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡ "②"&4♠❡ ❞✬!1✉❛&✐♦♥ ❡"& ❞♦♥♥!❡ ❡♥ ✜❣✉ ❡ ✹✳✹✳ ❈❤❛1✉❡ ❧✐❣♥❡

❡"& ❛""♦❝✐!❡ < ✉♥❡ !1✉❛&✐♦♥ ❡& ❝❤❛1✉❡ ❝♦❧♦♥♥❡ < ✉♥ ♣❛ ❛♠4& ❡✳ ▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥& aij ❞❡ ❧❛

♠❛& ✐❝❡ ❡"& ✶ "✐ ❧❡ ♣❛ ❛♠4& ❡ xj ❛♣♣❛ ❛?& ❞❛♥" ❧✬!1✉❛&✐♦♥ gi(x1, ..., xn) ❡& ✵ ❛✉& ❡♠❡♥&✳

▲❡" ❝♦❧♦♥♥❡" "✉ ❧✐❣♥!❡"  ❡♣ !"❡♥&❡♥& ❧❡" ✈❛ ✐❛❜❧❡" ❞❡ ❝♦♥❝❡♣&✐♦♥✳ ▲❡ ♠♦❞4❧❡ ♠4♥❡ < ✉♥

"②"&4♠❡ ✐♠♣❧✐❝✐&❡ ❞❡ ✽ !1✉❛&✐♦♥" ✭✜❣✉ ❡ ✹✳✻ ❞ ♦✐&❡✮ ❡& ❧❡" ❛✉& ❡" ✹✷ !1✉❛&✐♦♥" "♦♥&  !"♦❧✉❡"

"!1✉❡♥&✐❡❧❧❡♠❡♥&✳ ❈❡ "②"&4♠❡ ✐♠♣❧✐❝✐&❡ ♥♦♥✲❧✐♥!❛✐ ❡ ❡"&  !"♦❧✉ ❡♥ ✉&✐❧✐"❛♥& ❧✬❛❧❣♦ ✐&❤♠❡ ❞❡

▲❡✈❡♥❜❡ ❣✲▼❛ 1✉❛ ❞& ❞✐"♣♦♥✐❜❧❡ ❞❛♥" ❧✬❖♣&✐♠✐③❛&✐♦♥ ❚♦♦❧❜♦① ❞❡ ▼❛&❧❛❜

❘©
❬❖M❚✲✾✾❪✳ ▲❡"

 !"✉❧&❛&" ♥❡ ❞!♣❡♥❞❡♥& ♣❛" ❞❡" ✈❛❧❡✉ " ✐♥✐&✐❛❧❡"✳depends on the initial values.

Matrix of system of equations before and after ranking

Système implicite
de 8 équations

Chaque colonne 
gras est une variable

Chaque ligne est 
une équation

co

Ω

Ω

µ

µ

∆

∈

∆

∆
µ

η

α

246,078,000

and maximize efficiency  η

0506 .

−

Design Design 

n.l

❋✐❣✳ ✹✳✹ ✕ ❙②%&'♠❡ ❞✬,-✉❛&✐♦♥% ❛✈❛♥& ❡& ❛♣5'% ❧✬♦5❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥&

❯♥❡ ❞❡%❝5✐♣&✐♦♥ ❝♦♠♣❧'&❡ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞'❧❡ ❡♥&✐'5❡♠❡♥& ❛♥❛❧②&✐-✉❡ ❡%& ❞✐%♣♦♥✐❜❧❡ ❞❛♥%

❬❚❘❆✲✵✼❜❪ ✭✜❝❤✐❡5% ♣❞❢✱ ▼❛&❧❛❜✱ ▼❛&❤❝❛❞✱ ❡& H5♦❅❉❡%✐❣♥ ❬H❘❖✲✵✺❪✮✳

✹✳✷✳✷ ▼♦❞&❧❡ )❤❡+♠♦✲♠❛❣♥1)♦✲1❧❡❝)+✐4✉❡ ❛♥❛❧②)✐4✉❡ 7❛♥7 ❧✬❤②♣♦)❤&7❡ ❞❡

❑❛♣♣

❯♥ %❡❝♦♥❞ ♠♦❞'❧❡ &❤❡5♠♦✲♠❛❣♥,&♦✲,❧❡❝&5✐-✉❡ ❛♥❛❧②&✐-✉❡ ❡%& ♦❜&❡♥✉ ❡♥ &❡♥❛♥& ❡♥ ❝♦♠♣&❡

❞❡ ❧❛ ❝❤✉&❡ ❞❡ &❡♥%✐♦♥ ❞✉❡ ❛✉ ♣❛%%❛❣❡ ❞✉ ❝♦✉5❛♥& ♠❛❣♥,&✐%❛♥& ❞❛♥% ❧❛ 5,%✐%&❛♥❝❡ ♣5✐♠❛✐5❡✳

▲❡ ♠♦❞'❧❡ ♠❛❣♥,&♦✲,❧❡❝&5✐-✉❡ ❡%& ❞♦♥♥, ❡♥ ✜❣✉5❡ ✹✳✺✳ ▲❛ ❝♦♥%❡5✈❛&✐♦♥ ❞❡% ❆♠♣'5❡✲&♦✉5%

%✬,❝5✐& ✿

n1.Iµ = n1.I1 − n2.I2 ✭✹✳✹✮

♦Q n1, n2 ✲ ♥♦♠❜5❡ ❞❡ %♣✐5❡% ♣5✐♠❛✐5❡% ❡& %❡❝♦♥❞❛✐5❡%

✶✵✻
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2
I

1
n

2
n

IR�

E1L�

r1 l1 r2 l2

R�

I�

I1 I2

V1 E2 V2

IL�

❋✐❣✳ ✹✳✺ ✕ ❙❝❤'♠❛ '*✉✐✈❛❧❡♥1 ❞✉ ♠♦❞4❧❡ 5❛♥5 ❧✬❤②♣♦1❤45❡ ❞❡ ❑❛♣♣

♦: E1, E2 ✲ ❢♦=❝❡5 '❧❡❝1=♦♠♦1=✐❝❡5 ❞✉ ♣=✐♠❛✐=❡ ❡1 5❡❝♦♥❞❛✐=❡

r1, r2 ✲ ='5✐51❛♥❝❡5 ♣=✐♠❛✐=❡ ❡1 5❡❝♦♥❞❛✐=❡

l1, l2 ✲ ✐♥❞✉❝1❛♥❝❡5 ❞❡ ❢✉✐1❡ ♣=✐♠❛✐=❡ ❡1 5❡❝♦♥❞❛✐=❡

▲✬✐♥❞✉❝1✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡51 ♠❛✐♥1❡♥❛♥1 ✿

Bm =
1

4.π
.E1

√

2

n1.a.d.f
✭✹✳✺✮

❊♥ ✉1✐❧✐5❛♥1 ❧❛ ♠D♠❡ 1❡❝❤♥✐*✉❡ ❞✬♦=❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥1 ❞✉ 5②514♠❡ ❞✬'*✉❛1✐♦♥5✱ ❝❡ ♠♦❞4❧❡

♠4♥❡ F ✉♥ 5②514♠❡ ✐♠♣❧✐❝✐1❡ ❞❡ ✷✶ '*✉❛1✐♦♥5 ✭♦✉ ❜✐❡♥ ✶✻ '*✉❛1✐♦♥5 ❡♥ ❝♦♠♣❧❡①❡✮✳ ❈❡✲

♣❡♥❞❛♥1✱ ❧❛ ='5♦❧✉1✐♦♥ ♥✉♠'=✐*✉❡ ❞❡ ❝❡ 5②514♠❡ ♥'❝❡55✐1❡ ✉♥❡ ✐♥✐1✐❛❧✐5❛1✐♦♥ ❞'❧✐❝❛1❡ 5♦✉5

♣❡✐♥❡ ❞❡ ❞✐✈❡=❣❡♥❝❡✳ ❈❡11❡ ❞✐✣❝✉❧1' ❡51 ❧❡✈'❡ ❡♥ ✉1✐❧✐5❛♥1 ❧❛ ='5♦❧✉1✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞4❧❡ ♣='❝'❞❡♥1

❝♦♠♠❡ ✈❛❧❡✉= ✐♥✐1✐❛❧❡✳ ▲❛ ✜❣✉=❡ ✹✳✻ =❡♣='5❡♥1❡ ❝❡11❡ ♣=♦❝'❞✉=❡ ❞❡ ='5♦❧✉1✐♦♥✳

R

co/ir

ion) built with the thermal 

se. It have an implicit 

the implicit system of 21 

 Kapp assumption give initial 

Avec l’hypothèse de Kapp

Système implicite ne dépend pas 

des valeurs initiales

Sans l’hypothèse de Kapp

Ranking of implicit system of equations

Système implicite de 

21 équations

❋✐❣✳ ✹✳✻ ✕ ❙②&'(♠❡ ❞✬-.✉❛'✐♦♥& ❛♣5(& ❧✬♦5❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥'
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❈❤❛♣✐%&❡ ✹✳ ❆♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ ❛✉ ❇❡♥❝❤♠❛&❦ ❞✬✉♥ ❚&❛♥6❢♦&♠❛%❡✉& ❞❡ ❙9❝✉&✐%9

✹✳✷✳✸ ▼♦❞'❧❡ ❊❋ ♠❛❣♥01♦❞②♥❛♠✐4✉❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ✷❉ ❛✈❡❝ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❢❛✐❜❧❡

= ✉♥ ♠♦❞'❧❡ ❊❋ 1❤❡?♠✐4✉❡ @1❛1✐4✉❡ ✷❉

❆♣"#$ ❛✈♦✐" ❝♦♥$+"✉✐+ ❞❡✉① ♠♦❞#❧❡$ ✏$✐♠♣❧❡✑ ❛♥❛❧②+✐5✉❡$✱ ❞❡✉① ♠♦❞#❧❡$ ✏✜♥$✑ 8❧8♠❡♥+$

✜♥✐$ ✭❊❋ ✷❉ ❡+ ❊❋ ✸❉✮ $♦♥+ ❡♥$✉✐+❡ ❝♦♥$+"✉✐+$ ❡♥ ✉+✐❧✐$❛♥+ ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❖♣❡"❛

❘©
❬❖C❊✲✵✹❪✳

■❧$ ♣"❡♥♥❡♥+ ❡♥ ❝♦♠♣+❡ ❞❡$ ♣❤8♥♦♠#♥❡$ ♠❛❣♥8+✐5✉❡$ ❡+ +❤❡"♠✐5✉❡$ ❞❛♥$ ❝❡ ❞✐$♣♦$✐+✐❢ ❡+

❞❡ ♣❧✉$ ♣❡"♠❡++❡♥+ ❞❡ ✈❛❧✐❞❡" ❧❡$ ♠♦❞#❧❡$ ❛♥❛❧②+✐5✉❡$ ❡+ ❞❡ ❧❡$ ❝♦♠♣❛"❡"✳

▲❡$ ❝✐"❝✉✐+$ 8❧❡❝+"✐5✉❡$ ❡①+8"✐❡✉"$ ❝♦♠♣"❡♥♥❡♥+ ✉♥❡ $♦✉"❝❡ ❞❡ +❡♥$✐♦♥✱ ❞❡$ "8$✐$+❛♥❝❡$ ❡+

✉♥❡ ❢♦"❝❡ 8❧❡❝+"♦♠♦+"✐❝❡ +❡♥❛♥+ ❝♦♠♣+❡ ❞✉ ♥♦♠❜"❡ ❞❡ $♣✐"❡$✳ ▲❡ ♣"✐♠❛✐"❡ ❡+ ❧❡ $❡❝♦♥❞❛✐"❡

♣♦$$#❞❡♥+ ❝❤❛❝✉♥ ✉♥ ❝✐"❝✉✐+ ❡①+8"✐❡✉"✳ ❉❡✉① $✐♠✉❧❛+✐♦♥$ ❡♥ ❝❤❛"❣❡ ❡+ N ✈✐❞❡ $♦♥+ ❢❛✐+❡$

♣♦✉" ❞8+❡"♠✐♥❡" +♦✉+❡$ ❧❡$ ❝❛"❛❝+8"✐$+✐5✉❡$ ❞❡ ❝❡ +"❛♥$❢♦"♠❛+❡✉"✳

❉❛♥$ ❧❛ $✐♠✉❧❛+✐♦♥ ♠❛❣♥8+✐5✉❡ ❊❋✱ ❧❡ $♦❧✈❡✉" ♠❛❣♥8+✐5✉❡ ❆❈ $✐♥✉$♦P❞❛❧ ❡$+ ♣"✐$✳ ▲❡$

♣❡"+❡$ ❢❡" $♦♥+ ❝❛❧❝✉❧8❡$ ♣❛" ❧❛ ❢♦"♠✉❧❡ ❞❡ ❙+❡✐♥♠❡+③ ✿

Pfe = q.mv.

∫
Ω

B2.dΩ ✭✹✳✻✮

♦U q ✲ ♣❡"+❡$ $♣8❝✐✜5✉❡$ ❞❡ ❧❛ +V❧❡

mv ✲ ♠❛$$❡ ✈♦❧✉♠✐5✉❡ ❞✉ ❝✐"❝✉✐+ ♠❛❣♥8+✐5✉❡

B2
✲ ❝❛""8 ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✉❝+✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❛♥$ ✉♥ 8❧8♠❡♥+

Ω ✲ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✉ ❢❡"

▲❡$ ✐♥❞✉❝+❛♥❝❡$ ❞❡ ❢✉✐+❡$ $♦♥+ ❝❛❧❝✉❧8❡$ ♣❛" ❧❛ ♠8+❤♦❞❡ 8♥❡"❣8+✐5✉❡ ✿

l
f
bb = 2.

Wbb

I2

bb

✭✹✳✼✮

♦U l
f
bb ✲ ✐♥❞✉❝+❛♥❝❡ ❞❡ ❢✉✐+❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦❜✐♥❡ ♣"✐♠❛✐"❡ ♦✉ $❡❝♦♥❞❛✐"❡

Wbb ✲ 8♥❡"❣✐❡ ❡♠♠❛❣❛$✐♥8❡ ❞❛♥$ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦❜✐♥❡ ♣"✐♠❛✐"❡ ♦✉ $❡❝♦♥❞❛✐"❡

Ibb ✲ ❝♦✉"❛♥+ ♣"✐♠❛✐"❡ ♦✉ $❡❝♦♥❞❛✐"❡

❉❛♥$ ❧❛ ♠♦❞8❧✐$❛+✐♦♥ ❊❋ +❤❡"♠✐5✉❡✱ +♦✉+❡$ ❧❡$ ❤②♣♦+❤#$❡$ ❛$$♦❝✐8❡$ ❛✉① ♠♦❞#❧❡$ ❛♥❛❧②✲

+✐5✉❡$ $♦♥+ "❡+❡♥✉❡$ N ❧✬❡①❝❡♣+✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉♥✐❢♦"♠✐+8 ❞❡ ❧❛ +❡♠♣8"❛+✉"❡✳ ▲❡$ $♦✉"❝❡$ ❞❡ ❝❤❛❧❡✉"$

$♦♥+ ❧❡$ ♣❡"+❡$ ❢❡" ❡+ ❏♦✉❧❡ ❝❛❧❝✉❧8❡$ ♣❛" ❧❡ ♠♦❞#❧❡ ❊❋ ♠❛❣♥8+✐5✉❡ ❡+ "8♣❛"+✐❡$ ✉♥✐❢♦"♠8♠❡♥+

❞❛♥$ ❧❡$ ♠❛+8"✐❛✉① ❛✜♥ ❞❡ ❢❛❝✐❧✐+❡" ❧❛ ♠♦❞8❧✐$❛+✐♦♥✳

▲❡ +"❛♥$❢♦"♠❛+❡✉" ❡$+ $②♠8+"✐5✉❡✳ ■❧ $✉✣+ ❞❡ $✐♠✉❧❡" ❧❡ 5✉❛"+ ❞✉ +"❛♥$❢♦"♠❛+❡✉" ❡♥ ❊❋

✷❉✳ ▲❛ ✜❣✉"❡ ✹✳✼ ♣"8$❡♥+❡ ❧❡$ ♣❤8♥♦♠#♥❡$ ♠❛❣♥8+✐5✉❡$ ❡+ +❤❡"♠✐5✉❡$ ❞❛♥$ ❝❡ +"❛♥$❢♦"♠❛✲

+❡✉" ❞❡ $8❝✉"✐+8✳ ▲✬✐♥❞✉❝+✐♦♥ ❡$+ ❢❛✐❜❧❡ ❛✉① ❡①+"8♠✐+8$ ❝❡ 5✉✐ ♣❡"♠❡+ ❡♥ "8❛❧✐+8 ❞✬② ♣❧❛❝❡"

❧❡ $②$+#♠❡ ❞❡ $❡""❛❣❡ ❞❡$ +V❧❡$ $❛♥$ ❞8❣"❛❞❡" ❧❡$ ♣❡"❢♦"♠❛♥❝❡$ ❞✉ +"❛♥$❢♦"♠❛+❡✉"✳ ❈♦♥+"❛✐✲

"❡♠❡♥+ N ❧✬❤②♣♦+❤#$❡ ✉+✐❧✐$8❡ ❞❛♥$ ❧❡ ♠♦❞#❧❡ ❛♥❛❧②+✐5✉❡✱ ❧❛ ❞✐$+"✐❜✉+✐♦♥ +❤❡"♠✐5✉❡ ❡♥ ❊❋

✷❉ ❡$+ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦"♠❡✳ ■❧ ② ❛ ❞❡$ ❣"❛❞✐❡♥+$ +❤❡"♠✐5✉❡$ ❢❛✐❜❧❡ ❞❛♥$ ❧❡ ❝✐"❝✉✐+ ♠❛❣♥8+✐5✉❡ ❡+

❢♦"+ ❞❛♥$ ❧❡$ ❜♦❜✐♥❡$✳
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MMiissee àà jjoouurr ddeess rrééssiissttaanncceess

Pcu, Pfe – pertes joule et fer 

Tcu – température du cuivre 

r1, r2 – résistances des bobines primaire 
et secondaire 

�cu – résistivité du cuivre 

n – nombre de spire 

lspire – longueur moyenne de spire 

Sspire – section d’une spire 

�cu – coefficient de la variation de la 

résistivité du cuivre 



✹✳✷✳ ▼♦❞&❧✐)❛+✐♦♥ ❞✬✉♥ ❚0❛♥)❢♦0♠❛+❡✉0 ❞❡ ❙&❝✉0✐+&

▲❡" "♦❧✈❡✉'" ❖♣❡'❛ ♠❛❣♥./✐1✉❡ ❡/ /❤❡'♠✐1✉❡ "♦♥/ ♣✐❧♦/." ❞❡♣✉✐" ▼❛/❧❛❜✳ ▲❡" ♣❡'/❡"

❏♦✉❧❡ ❡/ ❢❡' Pcu✱ Pfe ❝❛❧❝✉❧.❡" ♣❛' ❧❡ "♦❧✈❡✉' ♠❛❣♥./✐1✉❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ "♦♥/ ✐♥/'♦❞✉✐/❡" ❞❛♥"

❧❡ "♦❧✈❡✉' /❤❡'♠✐1✉❡ "/❛/✐1✉❡ ❝♦♠♠❡ ❞❡" "♦✉'❝❡" ❞❡ ❝❤❛❧❡✉'✳ ❊♥"✉✐/❡ ❖♣❡'❛✸❉ /❤❡'♠✐1✉❡

❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ /❡♠♣.'❛/✉'❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✉ ❝✉✐✈'❡ Tcu 1✉✐ "❡'/ @ ❝❛❧❝✉❧❡' ❞❡" '."✐"/❛♥❝❡" ♣'✐♠❛✐'❡

❡/ "❡❝♦♥❞❛✐'❡ r1✱ r2✳ ❈❡❧❧❡"✲❝✐ "♦♥/ '❡❜♦✉❝❧.❡" ❞❛♥" ❖♣❡'❛✸❉ ♠❛❣♥./✐1✉❡ ❥✉"1✉✬@ ❧❛ ❝♦♥✈❡'✲

❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ /❡♠♣.'❛/✉'❡ ❞✉ ❝✉✐✈'❡✳ ▲❡ /❡♠♣" ❞❡ "✐♠✉❧❛/✐♦♥ ❊❋ ❡♥ /❡♥❛♥/ ❝♦♠♣/❡ ❞✉ ❝♦✉✲

♣❧❛❣❡ ♠❛❣♥./♦✲/❤❡'♠✐1✉❡ ❡/ ❞❡" ❡""❛✐" ❡♥ ❝❤❛'❣❡ ❡/ @ ✈✐❞❡ ❡"/ ❞♦♥❝ /'F" ❧♦♥❣ ✭❡♥✈✐'♦♥ ✷

❤❡✉'❡"✮✳

▲❡" "❝'✐♣/" ▼❛/❧❛❜ ❡/ ❧❡" ✜❝❤✐❡'" ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❖♣❡'❛✸❉ "♦♥/ ❞✐"♣♦♥✐❜❧❡" ❞❛♥" ❬❚❘❆✲✵✼❜❪✳

✹✳✷✳✺ ❈♦♠♣❛)❛✐+♦♥ ❞❡+ ♠♦❞/❧❡+

❯♥❡ ❝♦♥✜❣✉'❛/✐♦♥ ❞♦♥♥.❡ ❞❡ /'❛♥"❢♦'♠❛/❡✉' ❛ ./. ❝❤♦✐"✐❡ ♣♦✉' ❝♦♠♣❛'❡' ❧❡" ✹ ♠♦✲

❞F❧❡" ✿ ♣✉✐""❛♥❝❡ ✶✾✷ ✭❱❆✮ ❀ /❡♥"✐♦♥ ♣'✐♠❛✐'❡ ✷✸✵ ✭❱✮ ❀ /❡♥"✐♦♥ "❡❝♦♥❞❛✐'❡ ✷✹ ✭❱✮ ❀ ❢❛❝/❡✉'

❞❡ ♣✉✐""❛♥❝❡ ✵✳✽ ❀ ♣❡'/❡" "♣.❝✐✜1✉❡" ❞❡ /Z❧❡" ✶ ✭❲✳❦❣

−1) ♣♦✉' ✶ ❚❡"❧❛ ❀ '."✐"/✐✈✐/. ❞✉ ❝✉✐✈'❡

✶✳✼✷✳✶✵

−8
✭Ω✳♠✮ ❀ ❝♦❡✣❝✐❡♥/ ❞❡ ✈❛'✐❛/✐♦♥ ❞❡ ❧❛ '."✐"/✐✈✐/. ❞✉ ❝✉✐✈'❡ ✸✳✽✳✶✵−3

✭❈

−1) ❀ ❝♦❡❢✲

✜❝✐❡♥/ ❞✉ /'❛♥"❢❡'/ ❞❡ ❝❤❛❧❡✉' ♣❛' ❝♦♥✈❡❝/✐♦♥ ✶✵ ✭❲✳♠

−2
✳❈

−1) ❀ ❝♦♥❞✉❝/✐✈✐/. /❤❡'♠✐1✉❡

❞✉ ♠❛/.'✐❡❧ ✐"♦❧❛♥/ ✵✳✶✺ ✭❲✳♠

−1
✳❈

−1)✳ ▲❛ ♣❡'♠.❛❜✐❧✐/. '❡❧❛/✐✈❡ ❞❡" /Z❧❡" ✉/✐❧✐".❡ ♣♦✉' ❧❡"

♠♦❞F❧❡" ✉/✐❧✐"❡ ❧✬❡①♣'❡""✐♦♥ "✉✐✈❛♥/❡ ❬▼❆❘✲✾✵❪ ✿

µr(B) =
1

χ +
(1− χ).B2.α

B2.α + T

✭✹✳✽✮

♦_ µr ✲ ♣❡'♠.❛❜✐❧✐/. '❡❧❛/✐✈❡ ❞❡" /Z❧❡"

χ, α, T ✲ ❝♦♥"/❛♥/❡" ♣♦"✐/✐✈❡" 1✉✐ ❞.♣❡♥❞❡♥/ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❝♦♥"✐❞.'.

❆✐♥"✐✱ ❧❛ ❝❛'❛❝/.'✐"/✐1✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉'❜❡ ❤②"/.'."✐" B(H) ♣❡✉/ `/'❡ ❞./❡'♠✐♥.❡ "❡❧♦♥ ✿

H(B) =
B

µ0.µr(B)
✭✹✳✾✮

♦_ H ✲ ❈❤❛♠♣ ♠❛❣♥./✐1✉❡ ❞✉ ❝✐'❝✉✐/ ♠❛❣♥./✐1✉❡

µ0 ✲ ♣❡'♠.❛❜✐❧✐/. ❞✉ ✈✐❞❡✱ µ0 = 4.π.10−7
✭❍✴♠✮

▲❛ ✜❣✉'❡ ✹✳✶✶ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❝♦✉'❜❡ ❇✭❍✮ '."✉❧/❛♥/❡ ❛✈❡❝ ✿

χ = 2.12.10−4

α = 7.358

T = 1.18.106

▲❛ ❝♦♥✜❣✉'❛/✐♦♥ ❞✉ /'❛♥"❢♦'♠❛/❡✉' ❡"/ ✿

✕ ❧❛ /Z❧❡ ❊■ ❡/ ❧❛ ❝❛'❝❛""❡ ✿ a ❂ ✶✺ ♠♠ ❀ b ❂ ✹✺ ♠♠ ❀ c ❂ ✸✵ ♠♠ ❀ d ❂ ✸✵ ♠♠ ❀

✕ ❜♦❜✐♥❡ ♣'✐♠❛✐'❡ ✿ n1 ❂ ✽✵✵ "♣✐'❡" ❀ S1 ❂ ✵✳✹✷✷ ♠♠

2
❀

✕ ❜♦❜✐♥❡ "❡❝♦♥❞❛✐'❡ ✿ n2 ❂ ✾✷ "♣✐'❡" ❀ S2 ❂ ✸✳✻✻✶ ♠♠

2
❀

✶✶✶
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❋✐❣✳ ✹✳✶✶ ✕ ❈♦✉'❜❡ B(H) ❛✈❡❝ ❧❡. ♣❛'❛♠12'❡. χ ❂ ✷✳✶✷✳✶✵

−4
❀ α = 7.358 ❀ T = 1.18.106

❚❛❜✳ ✹✳✶ ✕ ❈♦♠♣❛'✐.♦♥ ❞❡. ✹ ♠♦❞1❧❡.

❘;.✉❧2❛2. ◆♦2❛✳ ❯♥✐2;

▼♦❞1❧❡. ❛♥❛❧②2✐@✉❡. ▼♦❞1❧❡. ❊❋

❛✈❡❝ ❑❛♣♣ .❛♥. ❑❛♣♣ ✷❉ ✸❉

❘;.✐.2❛♥❝❡ ♣'✐♠❛✐'❡ r1 Ω ✼✳✻✼✻ ✼✳✼✸✵ ✼✳✷✶✵ ✼✳✻✼✵

❘;.✐.2❛♥❝❡ .❡❝♦♥❞❛✐'❡ r2 Ω ✵✳✶✺✽ ✵✳✶✻✶ ✵✳✶✺✵ ✵✳✶✺✾

■♥❞✉❝2❛♥❝❡ ❞❡ ❢✉✐2❡ ♣'✐♠✳ l1 ♠❍ ✶✼✳✵✹ ✶✼✳✵✹ ✹✳✾✾✺ ✶✸✳✺✾✹

■♥❞✉❝2❛♥❝❡ ❞❡ ❢✉✐2❡ .❡❝♦♥✳ l2 ♠❍ ✵✳✷✽✶ ✵✳✷✽✷ ✵✳✵✼✸ ✵✳✷✷✶

❈♦✉'❛♥2 ♣'✐♠❛✐'❡ I1 ❆ ✵✳✾✽✶ ✵✳✾✼✶ ✵✳✾✾✺ ✵✳✾✺✹

❈♦✉'❛♥2 ♠❛❣♥;2✐.❛♥2 Iµ ♠❆ ✽✸✳✽✶✼ ✻✹✳✺✷✷ ✽✵✳✶✶✼ ✻✼✳✼✶✺

■♥❞✉❝2❛♥❝❡ ♠❛❣♥;2✐.❛♥2❡ Lµ ❍ ✽✳✽✹✻ ✶✶✳✶✷ ✾✳✸✸✻ ✾✳✾✹✸

■♥❞✉❝2✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ Bm ❚ ✶✳✹✸✽ ✶✳✸✽✶ ✶✳✸✵✽ ✶✳✷✽✹

R❡'2❡. ❢❡' Pfe ❲ ✸✳✵✹✽ ✷✳✽✶✷ ✷✳✺✾✸ ✸✳✸✹✻

R❡'2❡. ❏♦✉❧❡ Pcu ❲ ✶✻✳✻✷✺ ✶✼✳✺✺✺ ✶✼✳✷✺✹ ✶✻✳✾✺✷

❈❤✉2❡ ❞❡ 2❡♥.✐♦♥ ∆V2 ❱ ✷✳✹✻✾ ✷✳✹✾✾ ✶✳✽✹✾ ✷✳✻✽✼

❘❡♥❞❡♠❡♥2 η ✪ ✽✽✳✹ ✽✽✳✶ ✽✾✳✶ ✽✼✳✹

❚❡♠♣;'❛2✉'❡ ❞✉ ❢❡' Tfe ✝❈ ✾✻✳✷ ✾✽✳✵ ✼✹✳✷ ✾✽✳✷✽

❚❡♠♣;'❛2✉'❡ ❞✉ ❝✉✐✈'❡ Tcu ✝❈ ✶✵✼✳✹ ✶✶✵✳✵ ✽✹✳✾ ✶✷✽✳✼✷

❚❡♠♣. ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ t . ✻✳✶✵

−2
✵✳✺ ✼✻ ✻✾✹✷✳✻

▲❡ 2❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶ ❝♦♠♣❛'❡ ❧❡. ';.✉❧2❛2. ❞❡. ✹ ♠♦❞1❧❡.✳ ■❧ ❡.2 ♠♦♥2'; @✉❡ ❧❡. ';.✉❧2❛2.

2'♦✉✈;. ♣❛' ❧❡ ♠♦❞1❧❡ ❛♥❛❧②2✐@✉❡ ❛✈❡❝ ❧✬❤②♣♦2❤1.❡ ❞❡ ❑❛♣♣ .♦♥2 2'1. ♣'♦❝❤❡. ❝❡✉① ❞✉

♠♦❞1❧❡ ❛♥❛❧②2✐@✉❡ .❛♥. ❧✬❤②♣♦2❤1.❡ ❞❡ ❑❛♣♣✳ ❈❡❧❛ ❥✉.2✐✜❡ ❧✬✉2✐❧✐.❛2✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤②♣♦2❤1.❡ ❞❡

❑❛♣♣✳ ❊♥ ♣❧✉.✱ ❧❡ .②.21♠❡ ✐♠♣❧✐❝✐2❡ ❞❡ ✽ ;@✉❛2✐♦♥. @✉✐ ❛♣♣❛'❛^2 ❞❛♥. ❧❡ ♠♦❞1❧❡ ❛✈❡❝

❧✬❤②♣♦2❤1.❡ ❞❡ ❑❛♣♣ ❡.2 ❢❛❝✐❧❡ _ ';.♦✉❞'❡ ❡2 ❧❡ ';.✉❧2❛2 ♥❡ ❞;♣❡♥❞ ♣❛. ❞❡. ✈❛❧❡✉'. ✐♥✐2✐❛❧❡.✳

■❧ ❡.2 ❞♦♥❝ ♣❧✉. '♦❜✉.2❡✳ ▲❡. ';.✉❧2❛2. ❞✉ ♠♦❞1❧❡ ❊❋ ✷❉ .♦♥2 ♠❛✉✈❛✐. ♣♦✉' ❧❡. ✐♥❞✉❝2❛♥❝❡.

✶✶✷



✹✳✸✳ ❱❛❧✐❞❛(✐♦♥+ ❊①♣/0✐♠❡♥(❛❧❡+

❞❡ ❢✉✐%❡✱ ❧❛ ❝❤✉%❡ ❞❡ %❡♥,✐♦♥ ❡% ❧❡, %❡♠♣01❛%✉1❡, ❞✉ ❝✐1❝✉✐% ♠❛❣♥0%✐3✉❡ ❡% ❞❡, ❜♦❜✐♥❛❣❡,✳

❉❛♥, ❧❡ ♠♦❞7❧❡ ❊❋ ✷❉✱ ❧❡, ✈❛❧❡✉1, ❞❡, ✐♥❞✉❝%❛♥❝❡, ❞❡ ❢✉✐%❡ ,♦♥% %1♦✐, ❢♦✐, ♣❧✉, ♣❡%✐%❡,

3✉❡ ❝❡❧❧❡, ❞❡, ❛✉%1❡, ♠♦❞7❧❡, ❝❛1 ❧❡, %<%❡, ❞❡ ❜♦❜✐♥❡ ,♦♥% ♥0❣❧✐❣0❡,✳ ❊♥ ♦✉%1❡✱ ❧❡ ♠♦❞7❧❡

%❤❡1♠✐3✉❡ ❊❋ ✷❉ ♥❡ %✐❡♥% ♣❛, ❡♥ ❝♦♠♣%❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡❝%✐♦♥ ,✉1 ❧❡, ❢❛❝❡, ♥♦♥ ♣❡1♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐1❡,

❛✉ ♣❧❛♥ ❞❡ ❝♦✉♣❡✳

▲❡ ♠♦❞7❧❡ ❊❋ ✸❉ ❡,% ❧❡ ♣❧✉, ♣10❝✐,✱ ♠❛✐, ✐❧ ❛ ❜❡,♦✐♥ ❞✬✉♥ %❡♠♣, ❝❛❧❝✉❧ %17, ✐♠♣♦1%❛♥%✳

▲❡, 10,✉❧%❛%, ❞✉ ♠♦❞7❧❡ ❛♥❛❧②%✐3✉❡ ,♦♥% ❛,,❡③ ♣1♦❝❤❡, ❞❡ ❝❡✉① ❞✉ ♠♦❞7❧❡ ❊❋ ✸❉✳ ▲❡

♣♦✐♥% ❢❛✐❜❧❡ ❞❡, ♠♦❞7❧❡, ❛♥❛❧②%✐3✉❡, ❡,% ❧❛ %❤❡1♠✐3✉❡ ✭❞✐,%1✐❜✉%✐♦♥ %❤❡1♠✐3✉❡ ✉♥✐❢♦1♠❡

❞❛♥, ❧❡ ❝✐1❝✉✐% ♠❛❣♥0%✐3✉❡ ❡% ❧❡ ❜♦❜✐♥❛❣❡✮✳ ❊♥ ❝♦♥❝❧✉,✐♦♥✱ ❧❡ ♠♦❞7❧❡ ✏,✐♠♣❧❡✑ ❛♥❛❧②%✐3✉❡

❛✈❡❝ ❧✬❤②♣♦%❤7,❡ ❞❡ ❑❛♣♣ ❡% ❧❡ ♠♦❞7❧❡ ✏✜♥✑ ❊❋ ✸❉ ,♦♥% 1❡%❡♥✉, ♣♦✉1 ♠❡♥❡1 ♣❧✉,✐❡✉1,

♦♣%✐♠✐,❛%✐♦♥, ,0♣❛10♠❡♥% ♦✉ ❝♦♥❥♦✐♥%❡♠❡♥%✳ ■❧, ,♦♥% ❝♦♥❢1♦♥%0, ❛✉① ♠❡,✉1❡, ❡①♣01✐♠❡♥%❛❧❡,

❞❛♥, ❧❡ ♣❛1❛❣1❛♣❤❡ ,✉✐✈❛♥%✳

✹✳✸ ❱❛❧✐❞❛(✐♦♥+ ❊①♣/0✐♠❡♥(❛❧❡+

❯♥ %1❛♥,❢♦1♠❛%❡✉1 ✐♥❞✉,%1✐❡❧ ❬▲❊❯❪ ❛ 0%0 ❢♦✉1♥✐ ♣♦✉1 ❧❛ ✈❛❧✐❞❛%✐♦♥ ❡% ❧❛ ❝♦♠♣❛1❛✐,♦♥

❞❡, ♠♦❞7❧❡,✳ ❙❡, ❝❛1❛❝%01✐,%✐3✉❡, ,♦♥% ✿ ♣✉✐,,❛♥❝❡ ✾✻ ✭❱❆✮ ❀ %❡♥,✐♦♥ ♣1✐♠❛✐1❡ ✷✸✵ ✭❱✮ ❀

%❡♥,✐♦♥ ,❡❝♦♥❞❛✐1❡ ✶✷ ✭❱✮ ❀ ❢❛❝%❡✉1 ❞❡ ♣✉✐,,❛♥❝❡ ✵✳✽✽ ❀ %❡♠♣01❛%✉1❡ ❛♠❜✐❛♥%❡ ✷✷ ✭✝❈✮ ❀ ♣❡1%❡,

,♣0❝✐✜3✉❡, ❞❡, %Z❧❡, ✷✳✸ ✭❲✳❦❣

−1) ♣♦✉1 ✶ ❚❡,❧❛✳ ▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥% ❞✉ %1❛♥,❢❡1% ❞❡ ❝❤❛❧❡✉1 ♣❛1

❝♦♥✈❡❝%✐♦♥ ❡,% ♣1✐, _ ✶✵ ✭❲✳♠

−2
✳❈

−1)✳ ▲❛ ♣❡1♠0❛❜✐❧✐%0 ❞❡, %Z❧❡, ✉%✐❧✐,0❡ ♣♦✉1 ❧❡, ♠♦❞7❧❡,

❡,% ❝♦♠♣❛10❡ ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡,✉1❡ ❡①♣01✐♠❡♥%❛❧❡✳ ▲❛ ❝♦✉1❜❡ B(H) ❡,% ❛✐♥,✐ ✐♥%❡1♣♦❧0❡

❝♦♠♠❡ ♠♦♥%10 ❡♥ ✜❣✉1❡ ✹✳✶✷✳

▲❛ ❝❛1❛❝%01✐,%✐3✉❡ ❡①♣01✐♠❡♥%❛❧❡ ❢❡11♦♠❛❣♥0%✐3✉❡B(H) ❡,% ❞0%❡1♠✐♥0❡ ♣♦✐♥%, ♣❛1 ♣♦✐♥%,

❧♦1, ❞❡ ❧✬❡,,❛✐ _ ✈✐❞❡✳ ▲❛ ♠0%❤♦❞❡ ❞❡ ,✐♠♣❧❡①❡ ◆▼❙ ❬▲❆●✲✾✽❪ ❡,% ❛♣♣❧✐3✉0❡ ♣♦✉1 ❞0%❡1♠✐♥❡1

❧❡, ✸ ❝♦❡✣❝✐❡♥%, ❞❛♥, ❧❛ ❢♦1♠✉❧❡ ✭✹✳✽✮ ✿ χ = 1.7895.10−4
❀ α = 2.5713 ❀ T = 1.6668.104

✳
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_________

❋✐❣✳ ✹✳✶✷ ✕ ❈♦✉1❜❡, B(H) ❡①♣01✐♠❡♥%❛❧❡ ❡% ✐♥%❡1♣♦❧0❡ ✉%✐❧✐,0❡ ❞❛♥, ❧❡, ♠♦❞7❧❡,

✶✶✸



❈❤❛♣✐%&❡ ✹✳ ❆♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ ❛✉ ❇❡♥❝❤♠❛&❦ ❞✬✉♥ ❚&❛♥6❢♦&♠❛%❡✉& ❞❡ ❙9❝✉&✐%9

▲❡" ✈❛%✐❛❜❧❡" ❞❡ ❝♦♥❝❡♣.✐♦♥ ❞✉ .%❛♥"❢♦%♠❛.❡✉% %2❛❧✐"2 "♦♥. ✿

✕ ❧❛ .5❧❡ ❊■ ❡. ❧❛ ❝❛%❝❛""❡ ✿ a ❂ ✶✹ ♠♠ ❀ b ❂ ✹✷ ♠♠ ❀ c ❂ ✶✹ ♠♠ ❀ d ❂ ✹✵ ♠♠ ❀

✕ ❜♦❜✐♥❡ ♣%✐♠❛✐%❡ ✿ n1 ❂ ✾✷✵ "♣✐%❡" ❀ S1 ❂ ✵✳✵✾✽✾✽ ♠♠

2
❀

✕ ❜♦❜✐♥❡ "❡❝♦♥❞❛✐%❡ ✿ n2 ❂ ✺✷ "♣✐%❡" ❀ S2 ❂ ✶✳✼✻✼✷ ♠♠

2
❀

D♦✉% ✐♠♣♦"❡% ❧❡ ❢❛❝.❡✉% ❞❡ ♣✉✐""❛♥❝❡ 2❣❛❧ F ✵✳✽✽✱ ❞❡✉① ✐♥❞✉❝.❛♥❝❡" ❞❡ ✶ ✭♠❍✮ ❡. ✉♥

%❤2♦".❛. ❞❡ ✻ ✭Ω✮ "♦♥. ✉.✐❧✐"2"✳ ❆✜♥ ❞✬❡".✐♠❡% ❧❡" ♣❡%.❡"✱ ❞❡✉① ✇❛..♠Q.%❡" ♥✉♠2%✐R✉❡"

▲❊▼✱ ❝5.2 ♣%✐♠❛✐%❡ ❡. ❝5.2 "❡❝♦♥❞❛✐%❡✱ "♦♥. ✉.✐❧✐"2" ♣♦✉% ♠❡"✉%❡% ❧❛ ♣✉✐""❛♥❝❡ ❡♥.%❛♥.❡ ❡.

"♦%.❛♥.❡ ❞✉ .%❛♥"❢♦%♠❛.❡✉%✳ ▲❛ ✜❣✉%❡ ✹✳✶✸ %❡♣%2"❡♥.❡ .♦✉" ❧❡" ❞✐"♣♦"✐.✐❢" ❡. ❧❡" ❛♣♣❛%❡✐❧" ❞❡

♠❡"✉%❡✳ ❆♣%Q" ✸ ❤❡✉%❡" ❡♥ ❝❤❛%❣❡✱ ❧❡" %2"✐".❛♥❝❡" ❞❡ ❞❡✉① ❜♦❜✐♥❡" ♣%✐♠❛✐%❡ ❡. "❡❝♦♥❞❛✐%❡

"♦♥. ♠❡"✉%2❡"✱ ♦♥ ❡♥ ❞2❞✉✐. ❧❛ .❡♠♣2%❛.✉%❡ ❞✉ ❜♦❜✐♥❛❣❡✳

D♦✉% ❞2.❡%♠✐♥❡% ❧✬✐♥❞✉❝.✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❛♥" ❧❡ ❝✐%❝✉✐. ♠❛❣♥2.✐R✉❡✱ ✉♥❡ ❜♦❜✐♥❡ ❛✉①✐❧✐❛✐%❡

❞❡ ✶✵✵ "♣✐%❡" ✉.✐❧✐"❛♥. ✉♥ ✜❧ .%Q" ✜♥ ❡". ❜♦❜✐♥2❡ ❛✉.♦✉% ❞✉ ♥♦②❛✉ ❝❡♥.%❛❧✳ ▲❛ ♠❡"✉%❡ ❞❡ ❧❛
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